
§6. Класс монотонных функций 

 

Пусть набор переменных ),,,( 21 nxxx   обозначен как вектор x. 

Тогда функция ),,,( 21 nxxxf   будет записана как f(x).  

 

Для любых двух векторов a и b значений переменных выполняется  

a  b тогда и только тогда, когда 11 ba  ,…, nn ba   (как в прямом 

произведении ч.у.м.). 



Опр. Функция ),,,( 21 nxxxf   называется монотонной, если для 

любых значений a и b, из условия a  b следует f(a)  f(b). 

 

Опр. Обозначим M класс всех монотонных функций. 

 

Пример. 

Myxyxxxx  ,),(),(),(  . 

 



Проверка: 

 
для одноместных функций. 



 
для yx  . 

 



 
для yx  . 



Утверждение. 

Класс M замкнут. 



Лемма (о немонотонной функции). 

Если Mxxxf n ),,,( 21   и )}(),(),,,,({ 21 xxxxxfK n  , то 

][K   x . 

 

Доказательство: 

Требуется показать, что x  можно выразить через функции класса K. 

 

Если Mxxxf n ),,,( 21  , то существуют векторы a и b,  такие, что 

a  b, но f(a) > f(b). 
 

Т.е. f(a) = 1,  f(b) = 0. 

 



 

Рассмотрим часть диаграммы ч.у.м. между a и b. 

 

 

Тогда найдутся векторы c и d,  такие, что d 

покрывает c и f(c) = 1,  f(d) = 0. 

 

Это значит, что c  и d  отличаются только 

одной координатой с номером k.  

 

Пусть 021  kccc  , 

11  nk cc  ; 

0121  kddd  , 1 nk dd  . 
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Рассмотрим функцию 
))(,),(,,)(,),(()(

1

xxxxxfxg
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. 

 

Функция ][)( Kxg  . 

 

Ее значение ;1)()1,,1,0,,0()0(  cffg

k

  

.0)()1,,1,0,,0()1(
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dffg

k

  

 

Т.о. xxg )( . Лемма доказана. 

 



§7. Класс линейных функций 

 

Опр. Функция ),,,( 21 nxxxf   называется линейной, если существует 

набор коэффициентов }1,0{,,,, 210 naaaa   такой, что 

),,,( 21 nxxxf   = nn xaxaxaa  22110 . 

 

Опр. Обозначим L класс всех линейных функций. 

 

Пример. 

Lyxyxxxεxιxθ  ,,),(),(),( . 



Проверка: 

xxθ  00)( ; 

 

xxι  01)( ; 

 

xxε  10)( ; 

 

xx  11 . 

 



Предположим, что yaxaayx  210 . 

 

x y x  y   yaxaa  210   

0 0 0 
0a   00 a  

0 1 0   

1 0 0   

1 1 1   

 



 

x y x  y   yaxaa  210   

0 0 0 
0a   00 a  

0 1 0 
20 a   02 a  

1 0 0 
10 a   01 a  

1 1 1   

 



 

x y x  y   yaxaa  210   

0 0 0 
0a   00 a  

0 1 0 
20 a   02 a  

1 0 0 
10 a   01 a  

1 1 1 0000   противоречие 

 

Следовательно, yx   не является линейной. 



Предположим, что yaxaayx  210 . 

 

x y x  y   yaxaa  210   

0 0 1 
0a   10 a  

0 1 0   

1 0 0   

1 1 1   

 



 

x y x  y   yaxaa  210   

0 0 1 
0a   10 a  

0 1 0 
21 a   12 a  

1 0 0 
11 a   11 a  

1 1 1   

 



 

x y x  y   yaxaa  210   

0 0 1 
0a   10 a  

0 1 0 
21 a   12 a  

1 0 0 
11 a   11 a  

1 1 1 1111   верно 

 

Следовательно, yx   является линейной, yxyx  111 . 

 

yxyx  1  

 



Утверждение. 

Класс L замкнут. 

 



Лемма (о нелинейной функции). 

Если Lxxxf n ),,,( 21   и }),(),(),,,,({ 21 xxιxθxxxfK n , то 

][K   yx  . 

 



Лемма (о нелинейной функции). 

Если Lxxxf n ),,,( 21   и }),(),(),,,,({ 21 xxιxθxxxfK n , то 

][K   yx  . 

 

Доказательство: 

Каждую функцию можно выразить полиномом Жегалкина:  

 
},...,{

,...,21

1

11
),,,(

k

kk

ii

iiiin xxaxxxf  . 

 

Т.к. Lxxxf n ),,,( 21  , в полиноме найдется хотя бы одно 

слагаемое с ненулевым коэффициентом и произведением не менее 

двух переменных.  Будем считать, что это переменные 1x  и 2x . 

 

 



Сгруппируем слагаемые: 

).,,(),,(

),,(),,(),,,(

33322

311302121

nn

nnn

xxfxxfx

xxfxxxfxxxxxf








 

 

Т.к. ),,( 30 nxxf   не является тождественно равной 0, найдутся 

значения naa ,,3  , при которых 1),,( 30 naaf  . 

 

Обозначим 131 ),,( сaaf n  , 232 ),,( сaaf n  , 333 ),,( сaaf n  . 

 

Рассмотрим 

322112132121 ),,,,(),( ccxcxxxaaxxfxxg n   . 

][),( 21 Kxxg  . 



Построим 321122121 ),(),( ccccxcxgxxh  . 

 

Т.к. 









1,

0,

21
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21
сеслиx

сеслиx
cx , для 12 cx   и 

3211221 ),( ccccxcxg   аналогично, то ][),( 21 Kxxh  . 

 

Тогда 

 3213212121122121 )()())((),( ccccccxccxcxcxxxh  

.)()(

)()(

213321212121

2222111121

xxcccccccccc

cxcxcxcxxx




 

Лемма доказана. 

 


