
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê�îñóäàðñòâåííûé ýêçàìåí íà ñòåïåíü áàêàëàâðà ìàòåìàòèêèïî íàïðàâëåíèþ: ìàòåìàòèêà, êîìïüþòåðíûå íàóêè; 2012 ã.Ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò �1Êîëè÷åñòâî áàëëîâ çà ïðàâèëüíîå ðåøåíèå êàæäîãî çàäàíèÿ óêàçàíî â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ æèðíûìøðè�òîì. Åñëè â çàäàíèè ïðåäëàãàþòñÿ âàðèàíòû îòâåòîâ, òî íåïðàâèëüíûé îòâåò íà ýòî çàäàíèå îöåíèâàåòñÿâ −1 áàëë, íåïîëíûé îòâåò èëè îòñóòñòâèå îòâåòà � â 0 áàëëîâ.Â çàäàíèÿõ 1 è 2 íóæíî âûáðàòü âñå ïðàâèëüíûå îòâåòû.1. [2℄ Åñëè ÷èñëîâîé ðÿä ∞
∑

n=1

1

an
ñõîäèòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}à) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ⊠ â) íå èìååò ïðåäåëà �á) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé � ã) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë �2. [3℄ Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå R

4 çàäàíû ïîäïðîñòðàíñòâà
U =〈(1,−2, 1, 0)ò , (2,−1, 2, 3)ò, (−1, 0, 3,−2)ò, (1,−1, 5, 1)ò〉 è
V =〈(4,−5, 4, 3)ò , (−2,−1, 5,−5)ò, (0,−7, 14,−7)ò , (−2,−8, 19,−12)ò〉.Òîãäà à) U = V � á) V = U + V � â) U = U + V ⊠ ã) U 6= V ⊠Â çàäàíèÿõ 3�5 íóæíî âûáðàòü åäèíñòâåííûé ïðàâèëüíûé âàðèàíò îòâåòà.3. Óêàæèòå, âåðíû èëè íåâåðíû ïðèâåä¼ííûå íèæå óòâåðæäåíèÿ. âåðíî íåâåðíî(3.1) [1℄ Åñëè ÿçûê L ïîðîæäàåòñÿ îäíîçíà÷íîé ÊÑ-ãðàììàòèêîé, òî îí ðàñïî-çíàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì ÌÏ-àâòîìàòîì � ⊠(3.2) [1℄ Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ ÷åòíîé äëèíû â ÊÑ-ÿçûêå ÿâëÿåòñÿ ÊÑ-ÿçûêîì ⊠ �(3.3) [1℄ Åñëè ÿçûê L ðàñïîçíàåòñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûì ÊÀ ñ k ñîñòîÿíèÿìè,òî îí ðàñïîçíàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì ÊÀ ñ íå áîëåå ÷åì k2 ñîñòîÿíèÿìè � ⊠4. [2℄ ßäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ïðîñòðàíñòâà R

5 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû






















x1 − x2 + 2x3 − 3x4 − x5 = 0

x1 + x2 − 2x3 + x4 + x5 = 0

3x1 + x2 − 2x3 − x4 + x5 = 0

4x1 + 2x2 − 4x3 + 2x5 = 0Òîãäà ðàçìåðíîñòü îáðàçà ýòîãî îïåðàòîðà ðàâíàà) 2 � á) 3 � â) 4 ⊠ ã) 5 �5. [3℄ Êîëè÷åñòâî ïîïàðíî íåèçîìîð�íûõ îáûêíîâåííûõ ýéëåðîâûõ ãðà�îâ ñ 5 âåðøèíàìè ðàâíîà) 3 � á) 4 � â) 5 � ã) 6 ⊠



Â çàäàíèÿõ 6�10 íóæíî âïèñàòü â áëàíê îòâåò.6. [3℄ Âû÷èñëèòå èíòåãðàë π
∫

0

dx
π
∫

x

y2 sin xy dy.Îòâåò: π2
−sinπ2

27. [3℄ Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå �óíêöèè f(x, y) = −x2 +(y+1)2 − 2xy íà ìíîæåñòâå
{(x, y) | − 1 6 x 6 1, −1 6 y 6 0}. Îòâåò: 1;−38. [3℄Íà ìíîæåñòâå N∪{0} çàäàíû ïðåäèêàòû S(x, y, z), èñòèííûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x+y = z, è
P (x, y, z), èñòèííûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xy = z. ×åðåç ýòè äâà ïðåäèêàòà, íå èñïîëüçóÿ êîíñòàíòè �óíêöèé, âûðàçèòå ïðåäèêàò R(x, y) íà N ∪ {0}, èñòèííûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1 < x 6 y.Îòâåò: ¬P (x, x, x) ∧ ∃t S(x, t, y)9. [3℄ Êâàäðèêà çàäàíà óðàâíåíèåì

x2 + (y + 2z)2 − 3z2 = 1.Íàïèøèòå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êâàäðèêè è îïðåäåëèòü åå òèï.Îòâåò: îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä x′2 + 3y′2 − z′2 = 1.10. [3℄ Äàí ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâà â íåîðèåíòèðîâàííîì ñâÿçíîìâçâåøåííîì ãðà�å:1 îáúÿâèòü òðèâèàëüíûé ëåñ ðàñòóùèì è ïîëîæèòü T := ∅;2 äëÿ êàæäîãî ðåáðà e ãðà�à â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ âåñîâåñëè e ñîåäèíÿåò îäíîýëåìåíòíûå äåðåâüÿñëèòü ýòè äâà äåðåâà â îäíî; ïîìåòèòü e êàê ïðîñìîòðåííîå; äîáàâèòü e â T ;3 äëÿ êàæäîãî íåïðîñìîòðåííîãî ðåáðà e ãðà�à â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ âåñîâåñëè e ñîåäèíÿåò ðàçíûå äåðåâüÿ ðàñòóùåãî ëåñàñëèòü ýòè äâà äåðåâà â îäíî; äîáàâèòü e â T ;4 âîçâðàòèòü T â êà÷åñòâå ìèíèìàëüíîãî îñòîâà.Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà ýòîò àëãîðèòì äàñò íåâåðíûé îòâåò.Îòâåò: u1 u2 u3 u4

u1 1 2 ∞

u2 1 ∞ 2

u3 2 ∞ 3

u4 ∞ 2 3



�ðóïïà ÊÍ-40_ Ô.È.Î.Ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò �1 (ëèñò 2)11. [3℄ Ôàðìàöåâòè÷åñêîé �èðìå òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü n ëåêàðñòâ íà n äîáðîâîëüöàõ. Ïðåäâàðèòåëüíûåèñïûòàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ó íåêîòîðûõ äîáðîâîëüöåâ íàáëþäàåòñÿ àëëåðãèÿ íà îòäåëüíûå ëåêàðñòâà.Äëÿ êàæäîãî äîáðîâîëüöà áûë ñîñòàâëåí ñïèñîê ëåêàðñòâ, íà êîòîðûõ ó íåãî èìååòñÿ àëëåðãèÿ. Òðå-áóåòñÿ òàê îðãàíèçîâàòü ýêñïåðèìåíò, ÷òîáû êàæäûé èñïûòóåìûé ïîëó÷èë â òî÷íîñòè îäíî ëåêàðñòâî,ïðè÷åì òàêîå, íà êîòîðîå ó íåãî íåò àëëåðãèè, è ÷òîáû êàæäîå ëåêàðñòâî áûëî èñïûòàíî.Ïðåäëîæèòå ìîäåëü ýòîé çàäà÷è, êàê çàäà÷è íà ãðà�å è îïèøèòå íå�îðìàëüíî àëãîðèòì, êîòîðûéïîçâîëèò îïðåäåëèòü, âîçìîæíî èëè íåò ïðîâåñòè èñïûòàíèÿ âñåõ ëåêàðñòâ.�åøåíèå: ðåøèòü çàäà÷ó î ñîâåðøåííîì ïàðîñî÷åòàíèè â äâóäîëüíîì ãðà�å ëåêàðñòâà-äîáðîâîëüöû(ðåáðî ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ àëëåðãèè).



Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê�îñóäàðñòâåííûé ýêçàìåí íà ñòåïåíü áàêàëàâðà ìàòåìàòèêèïî íàïðàâëåíèþ: ìàòåìàòèêà, êîìïüþòåðíûå íàóêè; 2012 ã.Ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò �2Êîëè÷åñòâî áàëëîâ çà ïðàâèëüíîå ðåøåíèå êàæäîãî çàäàíèÿ óêàçàíî â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ æèðíûìøðè�òîì. Åñëè â çàäàíèè ïðåäëàãàþòñÿ âàðèàíòû îòâåòîâ, òî íåïðàâèëüíûé îòâåò íà ýòî çàäàíèå îöåíèâàåòñÿâ −1 áàëë, íåïîëíûé îòâåò èëè îòñóòñòâèå îòâåòà � â 0 áàëëîâ.Â çàäàíèÿõ 1 è 2 íóæíî âûáðàòü âñå ïðàâèëüíûå îòâåòû.1. [2℄ Åñëè ÷èñëîâîé ðÿä ∞
∑

n=1

1

an
ñõîäèòñÿ è An =

n
∑

i=1

1

a2

i

, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An} ìîæåòà) áûòü áåñêîíå÷íî ìàëîé � â) áûòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé ⊠á) íå èìåòü ïðåäåëà � ã) èìåòü êîíå÷íûé ïðåäåë ⊠2. [3℄ Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå R
4 çàäàíû ïîäïðîñòðàíñòâà

U =〈(−1, 1, 2,−1)ò, (3, 1,−2, 0)ò , (2, 0, 1,−2)ò, (4, 2, 1,−3)ò〉 è
V =〈(1, 3, 2,−2)ò , (1, 1,−3, 2)ò, (1, 1, 3,−3)ò, (2, 4, 5,−5)ò〉.Òîãäà à) U = U + V ⊠ á) V = U + V ⊠ â) U = V ⊠ ã) U 6= V �Â çàäàíèÿõ 3�5 íóæíî âûáðàòü åäèíñòâåííûé ïðàâèëüíûé âàðèàíò îòâåòà.3. Óêàæèòå, âåðíû èëè íåâåðíû ïðèâåä¼ííûå íèæå óòâåðæäåíèÿ. âåðíî íåâåðíî(3.1) [1℄ Åñëè ÿçûê L ðàñïîçíàåòñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûì ÌÏÀ ñ k ñîñòîÿíèÿìè,òî îí ðàñïîçíàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì ÌÏÀ ñ íå áîëåå ÷åì 2k ñîñòîÿíèÿìè � ⊠(3.2) [1℄ Äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî k, ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ äëèíû > k â ÊÑ-ÿçûêå ÿâëÿåòñÿ ÊÑ-ÿçûêîì ⊠ �(3.3) [1℄ Åñëè ÿçûêè L1 è L2 ðàñïîçíàþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè ÊÀ ñ kñîñòîÿíèÿìè, òî ÿçûê L1 ∪ L2 òàêæå ðàñïîçíàåòñÿ ÄÊÀ ñ k ñîñòîÿíèÿìè � ⊠4. [2℄ ßäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ïðîñòðàíñòâà R

5 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû






















x1 + x2 + 2x3 − 2x4 + 3x5 = 0

x1 + 3x2 + 4x3 − x4 + 2x5 = 0

2x1 + 4x2 + 5x3 + 3x4 + x5 = 0

3x1 + 5x2 + 7x3 + x4 + 4x5 = 0Òîãäà ðàçìåðíîñòü îáðàçà ýòîãî îïåðàòîðà ðàâíàà) 4 � á) 3 ⊠ â) 2 � ã) 1 �5. [3℄ Êîëè÷åñòâî ïîïàðíî íåèçîìîð�íûõ îáûêíîâåííûõ ãàìèëüòîíîâûõ ãðà�îâ ñ 5 âåðøèíàìè ðàâíîà) 6 � á) 7 � â) 8 ⊠ ã) 9 �



Â çàäàíèÿõ 6�10 íóæíî âïèñàòü â áëàíê îòâåò.6. [3℄ Âû÷èñëèòå èíòåãðàë 1
∫

0

dx
1
∫

x

y2 sh xy dy.Îòâåò: sh 1−1

27. [3℄ Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå �óíêöèè f(x, y) = 4x2 − (2y−1)2 +8xy íà ìíîæåñòâå
{(x, y) | |x| + |y| 6 1}. Îòâåò: 7/2;−98. [3℄ Íà ìíîæåñòâå N∪{0} çàäàíû ïðåäèêàòû S(x, y, z), èñòèííûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x+y = z,è P (x, y, z), èñòèííûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xy = z. ×åðåç ýòè äâà ïðåäèêàòà, íå èñïîëüçóÿêîíñòàíò è �óíêöèé, âûðàçèòå ïðåäèêàò R(x, y, z) íà N ∪ {0}, èñòèííûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
z = ÍÎÄ(x, y).Îòâåò: ∃t1 P (z, t1, x) ∧ ∃t2 P (z, t2, y) ∧ ∀s

(

(∃t3 P (s, t3, x) ∧ ∃t4 P (s, t4, y)) → ∃t5 P (s, t5, z)
)9. [3℄ Êâàäðèêà çàäàíà óðàâíåíèåì

(4x + z)2 + 8y2 + 15z2 = 4.Íàïèøèòå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êâàäðèêè è îïðåäåëèòü åå òèï.Îòâåò: ýëëèïñîèä 3x′2 + 2y′2 + 5z′2 = 1.10. [3℄ Â îðèåíòèðîâàííîì ãðà�å áåç êðàòíûõ ðåáåð è ïåòåëü çàäàíà ñïèñêîì âåðøèí (u, v)-öåïü p.Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü (u, v)-öåïü q, òàêóþ ÷òî:- âñå ðåáðà öåïè q ñîäåðæàòñÿ â p è èäóò â òîì æå ïîðÿäêå, ÷òî è â p;- öåïü q èìååò íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî ðåáåð ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ.�àññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì:1 ñ÷èòûâàòü âåðøèíû öåïè p ïî ïîðÿäêó;2 êàê òîëüêî âñòðå÷àåòñÿ öèêë (âåðøèíà âñòðåòèëàñü âòîðîé ðàç), óäàëèòü åãî;3 åñëè öèêëîâ íå îñòàëîñü, âåðíóòü îñòàâøóþñÿ öåïü â êà÷åñòâå q.Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà ýòîò àëãîðèòì ñðàáîòàåò íåïðàâèëüíî.Îòâåò: p : u → v → u → x → v



�ðóïïà ÊÍ-40_ Ô.È.Î.Ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò �2 (ëèñò 2)11. [3℄ Äàíèÿ � ñòðàíà, ðàñïîëîæåííàÿ íà ìíîæåñòâå ìåëêèõ îñòðîâêîâ. Ïðîøëî óæå ìíîãî âðåìåíèñ òîãî ìîìåíòà, êîãäà áûë ïîñòðîåí ïåðâûé ìîñò, íî äî ñèõ ïîð ñîõðàíèëàñü òðàäèöèÿ ïðèêðåïëÿòü êìîñòàì òàáëè÷êè ñ óêàçàíèåì äàòû ïîñòðîéêè. Ñåé÷àñ ýòî ãîñóäàðñòâî ïîëíîñòüþ ñîåäèíåíî ìîñòàìè,è ñ ëþáîãî îñòðîâà ìîæíî ïîïàñòü íà ëþáîé äðóãîé, íå ïîëüçóÿñü ëîäêîé. Íåäàâíî æèòåëè ðåøèëèäîáàâèòü ê áîëüøîìó ñïèñêó íàöèîíàëüíûõ ïðàçäíèêîâ åùå îäèí � Äåíü Îáúåäèíåíèÿ. Êàê âû, íàâåð-íîå, óæå äîãàäûâàåòåñü, òàê îíè ðåøèëè íàçâàòü òîò äåíü, â êîòîðûé ñòàëî âîçìîæíûì ïåðåìåùåíèåìåæäó ëþáûìè äâóìÿ îñòðîâàìè áåç ïîìîùè ëîäîê. Ê ñîæàëåíèþ, óæå ïîñòðîåíî î÷åíü ìíîãî ìîñòîâ,è ðàçîáðàòüñÿ, êîãäà æå íàñòàë ýòîò äåíü, îêàçàëîñü íå ñîâñåì ïðîñòî.Ïðåäëîæèòå ìîäåëü ýòîé çàäà÷è êàê çàäà÷è íà ãðà�å è îïèøèòå íå�îðìàëüíî àëãîðèòì, êîòîðûéîïðåäåëèò ïî ñïèñêó îñòðîâîâ è ìîñòîâ ñ äàòàìè ïîñòðîéêè, êîãäà æå íàñòóïèë òîò äåíü, â êîòîðûéâñå îñòðîâà îêàçàëèñü ñîåäèíåííûìè (ïóñòü äàæå ÷åðåç äðóãèå îñòðîâà) ìîñòàìè.�åøåíèå: èíòåðïðåòèðîâàòü äàòó ïîñòðîéêè êàê âåñ ðåáðà-ìîñòà è ðåøèòü çàäà÷ó î ìèíèìàëüíîìîñòîâå. Âåðíóòü âåñ ïîñëåäíåãî âêëþ÷åííîãî â îñòîâ ðåáðà.



Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê�îñóäàðñòâåííûé ýêçàìåí íà ñòåïåíü áàêàëàâðà ìàòåìàòèêèïî íàïðàâëåíèþ: ìàòåìàòèêà, êîìïüþòåðíûå íàóêè; 2012 ã.Ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò �3Êîëè÷åñòâî áàëëîâ çà ïðàâèëüíîå ðåøåíèå êàæäîãî çàäàíèÿ óêàçàíî â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ æèðíûìøðè�òîì. Åñëè â çàäàíèè ïðåäëàãàþòñÿ âàðèàíòû îòâåòîâ, òî íåïðàâèëüíûé îòâåò íà ýòî çàäàíèå îöåíèâàåòñÿâ −1 áàëë, íåïîëíûé îòâåò èëè îòñóòñòâèå îòâåòà � â 0 áàëëîâ.Â çàäàíèÿõ 1 è 2 íóæíî âûáðàòü âñå ïðàâèëüíûå îòâåòû.1. [2℄ Åñëè ÷èñëîâîé ðÿä ∞
∑

n=1

an ñõîäèòñÿ è An =
n
∑

i=1

eai , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An}à) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ⊠ â) ìîæåò íå èìåòü ïðåäåëà �á) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé � ã) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë �2. [3℄ Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå R
4 çàäàíû ïîäïðîñòðàíñòâà

U =〈(1, 1, 0, 1)ò, (1,−2, 2, 3)ò , (2,−1, 2, 4)ò, (4,−2, 4, 8)ò〉 è
V =〈(2, 1,−1,−2)ò, (−1, 0, 1, 3)ò, (2,−2, 1, 0)ò, (3,−1, 1, 1)ò〉.Òîãäà à) U = V � á) U 6= V ⊠ â) U = U + V � ã) V = U + V ⊠Â çàäàíèÿõ 3�5 íóæíî âûáðàòü åäèíñòâåííûé ïðàâèëüíûé âàðèàíò îòâåòà.3. Óêàæèòå, âåðíû èëè íåâåðíû ïðèâåä¼ííûå íèæå óòâåðæäåíèÿ. âåðíî íåâåðíî(3.1) [1℄ Åñëè ÿçûê L ðàñïîçíàåòñÿ ÌÏ-àâòîìàòîì, òî îí ðàñïîçíàåòñÿ íåäåòåð-ìèíèðîâàííûì ÌÏ-àâòîìàòîì ñ îäíèì ñîñòîÿíèåì ⊠ �(3.2) [1℄ Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ íå÷åòíîé äëèíû â ÊÑ-ÿçûêå ÿâëÿåòñÿ ÊÑ-ÿçûêîì ⊠ �(3.3) [1℄ Åñëè ÿçûê L ðàñïîçíàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì ÊÀ ñ k ñîñòîÿíèÿìè, òîìèíèìàëüíûé ÄÊÀ, ðàñïîçíàþùèé ÿçûê L, èìååò íå áîëüøå k ñîñòîÿíèé ⊠ �4. [2℄ ßäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ïðîñòðàíñòâà R

5 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû






















x1 + 2x2 − x3 + 3x4 + 2x5 = 0

−x1 + x2 − 2x3 + 4x4 − x5 = 0

x1 + 5x2 − 4x3 + 10x4 + 3x5 = 0

−x1 + 7x2 − 8x3 + 18x4 + x5 = 0Òîãäà ðàçìåðíîñòü îáðàçà ýòîãî îïåðàòîðà ðàâíàà) 1 � á) 4 � â) 2 � ã) 3 ⊠5. [3℄ Êîëè÷åñòâî ïîïàðíî íåèçîìîð�íûõ íåñâÿçíûõ ëåñîâ ñ 5 âåðøèíàìè ðàâíîà) 5 � á) 6 � â) 7 ⊠ ã) 8 �



Â çàäàíèÿõ 6�10 íóæíî âïèñàòü â áëàíê îòâåò.6. [3℄ Âû÷èñëèòå èíòåãðàë π
∫

0

dy
π
∫

y

x2 cos xy dx.Îòâåò: 1−cos π2

27. [3℄ Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå �óíêöèè f(x, y) = x2 +xy +y2−2x−y íà ìíîæåñòâå
{(x, y) | |x − 1| + |y| 6 1}. Îòâåò: 0;−18. [3℄Íà ìíîæåñòâå N∪{0} çàäàíû ïðåäèêàòû S(x, y, z), èñòèííûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x+y = z, è
P (x, y, z), èñòèííûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xy = z. ×åðåç ýòè äâà ïðåäèêàòà, íå èñïîëüçóÿ êîíñòàíòè �óíêöèé, âûðàçèòå ïðåäèêàò R(x, y) íà N ∪ {0}, èñòèííûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x 6 y 6 2x.Îòâåò: ∃t1 S(x, t1, y) ∧ ∀t2

(

S(x, x, t2) → ∃z S(y, z, t2)
)9. [3℄ Êâàäðèêà çàäàíà óðàâíåíèåì

(y + 3z)2 − 8z2 + 4x2 = 0.Íàïèøèòå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êâàäðèêè è îïðåäåëèòü åå òèï.Îòâåò: êîíóñ âòîðîãî ïîðÿäêà 4x′2 + 4y′2 − 2z′2 = 0.10. [3℄ Â îðèåíòèðîâàííîì ãðà�å áåç êðàòíûõ ðåáåð è ïåòåëü çàäàíà ñïèñêîì âåðøèí (u, v)-öåïü p.Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü (u, v)-öåïü q, òàêóþ ÷òî:- âñå ðåáðà öåïè q ñîäåðæàòñÿ â p è èäóò â òîì æå ïîðÿäêå, ÷òî è â p;- öåïü q èìååò íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî ðåáåð ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ.�àññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì:1 ñ÷èòûâàÿ âåðøèíû öåïè p ïî ïîðÿäêó, ïîñòðîèòü îðãðà�, ñîñòîÿùèé èç âñåõ âåðøèí è ðåáåð p;2 â ïîñòðîåííîì ãðà�å ïîèñêîì â øèðèíó íàéòè êðàò÷àéøóþ (u, v)�öåïü;3 âåðíóòü ïîëó÷åííóþ öåïü â êà÷åñòâå q.Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà ýòîò àëãîðèòì ñðàáîòàåò íåïðàâèëüíî.Îòâåò: p : u → x1 → x2 → v → u → x2 → x3 → v



�ðóïïà ÊÍ-40_ Ô.È.Î.Ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò �3 (ëèñò 2)11. [3℄ Êîìàíäèð äèâèçèè, äèñëîöèðîâàííîé â íàñåëåííûõ ïóíêòàõ x1, . . . , xp, ïîëó÷èë ïðèêàç âûâåñòèñâîè âîéñêà �îðñèðîâàííûì ìàðøåì â ðàéîí íàñåëåííûõ ïóíêòîâ y1, . . . , yk. Ó íåãî èìååòñÿ êàðòà, íàêîòîðîé óêàçàíû âñå íàñåëåííûå ïóíêòû äàííîãî ðàéîíà (âêëþ÷àÿ x1, . . . , xp, y1 . . . , yk) è ñîåäèíÿþùàÿèõ äîðîæíàÿ ñåòü. Äëÿ óñêîðåíèÿ ìàðøà, òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïàðàëëåëüíûõ (íå èñ-ïîëüçóþùèõ îáùèõ äîðîã è íàñåëåííûõ ïóíêòîâ) ìàðøðóòîâ èç ðàéîíà äèñëîêàöèè â ðàéîí íàçíà÷åíèÿ.Ïðåäëîæèòå ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîé çàäà÷è êàê çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà ãðà�å è îïèøèòåíå�îðìàëüíî àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ.�åøåíèå: ðåøèòü çàäà÷ó î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â äîðîæíîé ñåòè ñ åäèíè÷íûìè ïðîïóñêíûìèñïîñîáíîñòÿìè, äîáàâèâ èñêóññòâåííûé èñòî÷íèê (ñ äóãàìè â èêñû) è ñòîê (ñ äóãàìè èç èãðåêîâ). Íåçàáûòü, ÷òî íàñåëåííûé ïóíêò � ýòî òîæå äóãà åäèíè÷íîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè (îò �âúåçäà� äî�âûåçäà�).



Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê�îñóäàðñòâåííûé ýêçàìåí íà ñòåïåíü áàêàëàâðà ìàòåìàòèêèïî íàïðàâëåíèþ: ìàòåìàòèêà, êîìïüþòåðíûå íàóêè; 2012 ã.Ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò �4Êîëè÷åñòâî áàëëîâ çà ïðàâèëüíîå ðåøåíèå êàæäîãî çàäàíèÿ óêàçàíî â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ æèðíûìøðè�òîì. Åñëè â çàäàíèè ïðåäëàãàþòñÿ âàðèàíòû îòâåòîâ, òî íåïðàâèëüíûé îòâåò íà ýòî çàäàíèå îöåíèâàåòñÿâ −1 áàëë, íåïîëíûé îòâåò èëè îòñóòñòâèå îòâåòà � â 0 áàëëîâ.Â çàäàíèÿõ 1 è 2 íóæíî âûáðàòü âñå ïðàâèëüíûå îòâåòû.1. [2℄ Åñëè ÷èñëîâîé ðÿä ∞
∑

n=1

1

an
ðàñõîäèòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ìîæåòà) áûòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé ⊠ â) áûòü áåñêîíå÷íî ìàëîé ⊠á) áûòü ñòàöèîíàðíîé ⊠ ã) èìåòü êîíå÷íûé ïðåäåë ⊠2. [3℄ Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå R

4 çàäàíû ïîäïðîñòðàíñòâà
U =〈(1,−1,−1, 0)ò, (2,−1, 3,−1)ò, (−1, 2, 1,−1)ò, (2, 0, 3,−2)ò〉 è
V =〈(1, 0,−2,−1)ò, (1,−1, 4, 0)ò, (1,−2, 4, 1)ò, (3,−3, 6, 0)ò〉.Òîãäà à) U = V ⊠ á) U 6= V � â) V = U + V ⊠ ã) U = U + V ⊠Â çàäàíèÿõ 3�5 íóæíî âûáðàòü åäèíñòâåííûé ïðàâèëüíûé âàðèàíò îòâåòà.3. Óêàæèòå, âåðíû èëè íåâåðíû ïðèâåä¼ííûå íèæå óòâåðæäåíèÿ. âåðíî íåâåðíî(3.1) [1℄ Åñëè ÿçûê L ðàñïîçíàåòñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûì ÌÏ-àâòîìàòîì, òî îíðàñïîçíàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíîé Òüþðèíãà ñ îäíîé ëåíòîé ⊠ �(3.2) [1℄ Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â ÊÑ-ÿçûêå, äëèíà êîòîðûõ åñòü ïðîñòîå ÷èñëî,ÿâëÿåòñÿ ÊÑ-ÿçûêîì � ⊠(3.3) [1℄ Åñëè ìèíèìàëüíûé ÄÊÀ, ðàñïîçíàþùèé ÿçûê L ⊆ {a, b}∗, èìååò kñîñòîÿíèé, òî |L| > 2k � ⊠4. [2℄ ßäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ïðîñòðàíñòâà R

5 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû






















x1 + 2x2 − 3x3 + x4 − 2x5 = 0

3x1 + 5x2 − 4x3 + 3x5 = 0

x1 + 2x2 − x3 + 2x4 + 4x5 = 0

5x1 + 9x2 − 8x3 + 3x4 + 5x5 = 0Òîãäà ðàçìåðíîñòü îáðàçà ýòîãî îïåðàòîðà ðàâíàà) 5 � á) 2 ⊠ â) 3 � ã) 4 �5. [3℄ Êîëè÷åñòâî ïîïàðíî íåèçîìîð�íûõ îáûêíîâåííûõ ñâÿçíûõ äâóäîëüíûõ ãðà�îâ ñ 5 âåðøèíàìèðàâíî à) 3 � á) 4 � â) 5 ⊠ ã) 6 �



Â çàäàíèÿõ 6�10 íóæíî âïèñàòü â áëàíê îòâåò.6. [3℄ Âû÷èñëèòå èíòåãðàë 1
∫

0

dy
1
∫

y

x2 ch xy dx.Îòâåò: ch 1−1

27. [3℄ Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå �óíêöèè f(x, y) = x3 + 8y3 − 6xy íà ìíîæåñòâå
{(x, y) | 0 6 x 6 2, 0 6 y 6 1}. Îòâåò: 8;−18. [3℄ Íà ìíîæåñòâå N∪{0} çàäàíû ïðåäèêàòû S(x, y, z), èñòèííûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x+y = z,è P (x, y, z), èñòèííûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xy = z. ×åðåç ýòè äâà ïðåäèêàòà, íå èñïîëüçóÿêîíñòàíò è �óíêöèé, âûðàçèòå ïðåäèêàò R(x) íà N ∪ {0}, èñòèííûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x �êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà.Îòâåò: ∃t

(

P (t, t, x) ∧ ¬P (t, t, t) ∧ ∀y∀z
(

P (y, z, t) → (P (y, z, z) ∨ P (y, z, y))
)

)9. [3℄ Êâàäðèêà çàäàíà óðàâíåíèåì
2(x − 3z)2 + 3y2 − 16z2 + 1 = 0.Íàïèøèòå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êâàäðèêè è îïðåäåëèòü åå òèï.Îòâåò: äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä 8x′2 + 3y′2 − 4z′2 = −110. [3℄ Äâóäîëüíûé ãðà� G = (X,Y,E) çàäàí ñïèñêàìè ñìåæíîñòè, ïî îäíîìó ñïèñêó äëÿ êàæäîéâåðøèíû x ∈ X. Â êàæäîì ñïèñêå âåðøèíû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ íîìåðîâ. �àññìîòðèìñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ:1 ïîëîæèòü ïàðîñî÷åòàíèå M ðàâíûì ïóñòîìó; âñå âåðøèíû îáúÿâèòü íåïðîñìîòðåííûìè;2 ïîêà íå âñå âåðøèíû èç X ïðîñìîòðåíû, ïîâòîðÿòüâûáðàòü íåïðîñìîòðåííóþ âåðøèíó x è îáúÿâèòü åå ïðîñìîòðåííîé;åñëè â ñïèñêå ñìåæíîñòè âåðøèíû x åñòü íåïðîñìîòðåííûå âåðøèíûâûáðàòü ïåðâóþ òàêóþ âåðøèíó y; îáúÿâèòü y ïðîñìîòðåííîé; äîáàâèòü â M ðåáðî xy;3 âåðíóòü M â êà÷åñòâå îòâåòà.Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà ýòîò àëãîðèòì äàñò íåâåðíûé îòâåò.Îòâåò: x1 y1, y2

x2 y1



�ðóïïà ÊÍ-40_ Ô.È.Î.Ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò �4 (ëèñò 2)11. [3℄ Íà ïëîñêîñòè ñâîèìè êîîðäèíàòàìè (x, y) çàäàí íàáîð ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Ìàëåíüêèé ìàëü÷èêèãðàåò â èãðó: îí áåðåò äâå òî÷êè è ñîåäèíÿåò èõ îòðåçêîì ïðÿìîé ëèíèè ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ.Íî âîò áåäà: ÷åðíèëà â ðó÷êå âîò-âîò çàêîí÷àòñÿ, à äðóãèõ ðó÷åê ïîáëèçîñòè íåò. Ìàëü÷èê íåïðåìåííîõî÷åò, ÷òîáû ïî åãî ëèíèÿì ìîæíî áûëî áû äîáðàòüñÿ èç ëþáîé òî÷êè â ëþáóþ äðóãóþ. Åñòåñòâåííî,â ñëîæèâøèõñÿ óñëîâèÿõ ìàëü÷èê ýêîíîìèò ÷åðíèëà. Ïîìîãèòå ìàëü÷èêó, èñïîëüçóÿ ìèíèìàëüíîåêîëè÷åñòâî ÷åðíèë, ñîñòàâèòü èñêîìóþ êîí�èãóðàöèþ îòðåçêîâ.Ïðåäëîæèòå ìîäåëü ýòîé çàäà÷è êàê çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà ãðà�å è îïèøèòå íå�îðìàëüíîàëãîðèòì åå ðåøåíèÿ.�åøåíèå: ïîñòðîèòü ìàòðèöó ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè è ðåøàòü çàäà÷ó î ìèíèìàëüíîì îñòîâå.


