
�îñóäàðñòâåííûé ýêçàìåí ïî ìàòåìàòèêåÌàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé �àêóëüòåò Óð�Ó, 2011 ã.�ðóïïà ÊÍ-40_ Ô.È.Î.Ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò �1Êîëè÷åñòâî áàëëîâ çà ïðàâèëüíîå ðåøåíèå êàæäîãî çàäàíèÿ óêàçàíî â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ æèðíûìøðè�òîì. Åñëè â çàäàíèè ïðåäëàãàþòñÿ âàðèàíòû îòâåòîâ, òî íåïðàâèëüíûé îòâåò íà ýòî çàäàíèå îöåíèâàåòñÿâ −1 áàëë, íåïîëíûé îòâåò èëè îòñóòñòâèå îòâåòà � â 0 áàëëîâ.Â çàäàíèÿõ 1�5 íóæíî âûáðàòü åäèíñòâåííûé ïðàâèëüíûé âàðèàíò îòâåòà.1. [2℄ Äàíû �óíêöèè f(x) = ln(sin x2+ex2

) è g(x) = sin(2x2+3x3). Òîãäà ïðè x → 0à) �óíêöèè f è g èìåþò îäèí ïîðÿäîê ìàëîñòè ⊠ â) f = o(g) �á) ïîðÿäêè ìàëîñòè �óíêöèé f è g íå ñðàâíèìû � ã) g = o(f) �2. Óêàæèòå, âåðíû èëè íåâåðíû ïðèâåä¼ííûå íèæå óòâåðæäåíèÿ. âåðíî íåâåðíî(2.1) [1℄ Åñëè äëÿ íåêîòîðîé çàäà÷è èç êëàññà NP ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûéàëãîðèòì, òî P = NP
� ⊠(2.2) [1℄ Åñëè ê çàäà÷å Z ìîæíî ñâåñòè çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ çàäà÷ó îáýéëåðîâîì öèêëå, òî Z íå ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé çàäà÷åé � ⊠(2.3) [1℄ Ëþáîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûììíîæåñòâîì � ⊠3. [2℄ Âåêòîð ~a = (6, 11, λ, 9)ò ïðèíàäëåæèò îáðàçó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, çàäàííîãî â òîì æå áàçèñåìàòðèöåé A =









1 4 2 7
2 7 3 12
−1 −2 0 −3
2 5 1 8









. Òîãäà çíà÷åíèå λ ðàâíîà) −4 � á) 8 � â) 4 ⊠ ã) −8 �4. [3℄ Ïîäïðîñòðàíñòâî U ïðîñòðàíñòâà R
5 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé











x1 + 2x2 + x3 − x4 + x5 = 0

2x1 + 3x2 + x3 + 3x5 = 0

2x1 + 4x2 + 3x3 − 2x4 − x5 = 0 ,à ïîäïðîñòðàíñòâî W � ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ ~a = (−3,−2, 6, 1, 2)ò, ~b = (3, 2, 3,−1, 1)ò è ~c =
(3, 1,−3, 2, 1)ò . Òîãäà ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà U + W ðàâíàà) 2 � á) 3 � â) 4 ⊠ ã) 5 �5. [3℄ Êâàäðèêà 6x2 + 6y2 + 8xy + 4xz + 2yz = 0 è ïëîñêîñòü z = 2 ïåðåñåêàþòñÿ ïîà) ïàðàáîëå � á) ýëëèïñó ⊠ â) ãèïåðáîëå � ã) äðóãîé ëèíèè �



Â çàäàíèÿõ 6�10 íóæíî âïèñàòü â áëàíê îòâåò.6. [3℄ Ôóíêöèÿ z àðãóìåíòîâ x è y çàäàíà ñèñòåìîé óðàâíåíèé 









x = uv

y = u2 + v2 .

z = u3 + v3

Âûðàçèòå ÷àñòíûåïðîèçâîäíûå ýòîé �óíêöèè ÷åðåç ïàðàìåòðû u è v.Îòâåò: z′x =
3uv

u + v
, z′y =

u2 + uv + v2

u + v7. [3℄ Íåîäíîðîäíîé æèäêîñòüþ íåïîíÿòíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ çàïîëíåí çàêðûòûé ñîñóä, ñòåíêè êîòîðîãîçàäàíû óðàâíåíèÿìè x2 + y2 = z2, x2 + y2 = 4, x = 0, y = 0 è z = 0. Íàéòè ìàññó æèäêîñòè, åñëè å¼ïëîòíîñòü çàäàíà �óíêöèåé µ(x, y, z) = 5(x2 + y2)/2.Îòâåò: 8π8. [3℄ Ïóñòü T1, S, L � ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà ñîõðàíÿþùèõ åäèíèöó, ñàìîäâîéñòâåííûõ è ëèíåéíûõáóëåâûõ �óíêöèé. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ �óíêöèé n ïåðåìåííûõ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó L ∩ T1 ∩ S?Îòâåò: 2n−19. [3℄ Äëÿ ãðàììàòèêè
S → AC, A → aAb | ε, bC → bbc, cC → Cc, C → CCïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ ÊÑ-ãðàììàòèêó èëè äîêàçàòü, ÷òî å¼ íå ñóùåñòâóåò.Îòâåò: S → AC, A → aAb | ε, C → bCc | bc10. [3℄ Âî âçâåøåííîì ïîëíîì äâóäîëüíîì ãðà�å Kn,n òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ïîëíîå ïàðîñî÷åòàíèå Mìèíèìàëüíîãî âåñà. �àññìîòðèì æàäíûé àëãîðèòì:1 ïîëîæèòü M = ∅;2 ñ�îðìèðîâàòü èç ð¼áåð î÷åðåäü â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ âåñîâ;3 ïîêà |M | < n, ïîâòîðÿòüñ÷èòàòü î÷åðåäíîå ðåáðî e èç î÷åðåäè; óäàëèòü e èç î÷åðåäè;åñëè e íå ïåðåñåêàåòñÿ íè ñ îäíèì ðåáðîì èç M , äîáàâèòü e ê M .Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà ýòîò àëãîðèòì íå íàõîäèò ïîëíîå ïàðîñî÷åòàíèå ìèíèìàëüíîãî âåñà.Îòâåò: y1 y2x1 1 2x2 2 10



�ðóïïà ÊÍ-40_ Ô.È.Î.Ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò �1 (ëèñò 2)11. [3℄ Ñàìîäâèæóùèéñÿ êóá ñî ñòîðîíîé 1ì, íà ãðàíÿõ êîòîðîãî íàïèñàíû íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå÷èñëà, íàõîäèòñÿ íà ïëîñêîñòè Oxy, ïðè÷¼ì ð¼áðà íèæíåãî îñíîâàíèÿ ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûìîñÿì. Êóá ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ ïî ïëîñêîñòè, ïåðåêàòûâàÿñü áåç ñêîëüæåíèÿ ÷åðåç ëþáîå èç ÷åòûð¼õð¼áåð íèæíåé ãðàíè. Íà îäíî ïåðåìåùåíèå óõîäèò ýíåðãèÿ îòðûâà, âûðàæàåìàÿ ÷èñëîì, íàïèñàííûìíà íèæíåé (â ìîìåíò îòðûâà) ãðàíè êóáà. Äàíà íà÷àëüíàÿ îðèåíòàöèÿ êóáà, à òàêæå öåëûå ÷èñëà iè j. Òðåáóåòñÿ óêàçàòü íàèáîëåå ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíûé ìàðøðóò ïåðåìåùåíèÿ êóáà èç èñõîäíîãîïîëîæåíèÿ â òî÷êó, îòñòîÿùóþ íà i ìåòðîâ âäîëü îñè Ox è íà j ìåòðîâ âäîëü Oy. Ïðåäëîæèòåìîäåëü ýòîé çàäà÷è êàê çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà ãðà�å è îïèøèòå (íå�îðìàëüíî) àëãîðèòì, ñòðîÿùèéòðåáóåìûé ìàðøðóò.�åøåíèå: âåðøèíû ãðà�à � êîîðäèíàòû êóáà âìåñòå ñ åãî îðèåíòàöèåé. �åøàåòñÿ çàäà÷à î ìèíèìàëüíîìïóòè èç íà÷àëüíîé âåðøèíû âî ìíîæåñòâî âåðøèí ñ êîîðäèíàòàìè (i, j).



�îñóäàðñòâåííûé ýêçàìåí ïî ìàòåìàòèêåÌàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé �àêóëüòåò Óð�Ó, 2011 ã.�ðóïïà ÊÍ-40_ Ô.È.Î.Ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò �2Êîëè÷åñòâî áàëëîâ çà ïðàâèëüíîå ðåøåíèå êàæäîãî çàäàíèÿ óêàçàíî â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ æèðíûìøðè�òîì. Åñëè â çàäàíèè ïðåäëàãàþòñÿ âàðèàíòû îòâåòîâ, òî íåïðàâèëüíûé îòâåò íà ýòî çàäàíèå îöåíèâàåòñÿâ −1 áàëë, íåïîëíûé îòâåò èëè îòñóòñòâèå îòâåòà � â 0 áàëëîâ.Â çàäàíèÿõ 1�5 íóæíî âûáðàòü åäèíñòâåííûé ïðàâèëüíûé âàðèàíò îòâåòà.1. [2℄ Äàíû �óíêöèè f(x) = ln(tg3 x + ex) è g(x) = sin(x2+100x3). Òîãäà ïðè x → 0à) �óíêöèè f è g èìåþò îäèí ïîðÿäîê ìàëîñòè � â) f = o(g) �á) ïîðÿäêè ìàëîñòè �óíêöèé f è g íå ñðàâíèìû � ã) g = o(f) ⊠2. Óêàæèòå, âåðíû èëè íåâåðíû ïðèâåä¼ííûå íèæå óòâåðæäåíèÿ. âåðíî íåâåðíî(2.1) [1℄ Åñëè (P ∩ NP) ⊇ P, òî çàäà÷à î ãàìèëüòîíîâîì öèêëå íå ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé � ⊠(2.2) [1℄ Åñëè çàäà÷ó Z ∈ NP ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñâåñòè ê ëþáîéèç çàäà÷ èç êëàññà NP, òî çàäà÷à Z ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé � ⊠(2.3) [1℄ Ìíîæåñòâî âñåõ äåðåâüåâ âûâîäà ëþáîé êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììà-òèêè ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì ⊠ �3. [2℄ Âåêòîð ~a = (−1, 2, 5, λ)ò ïðèíàäëåæèò îáðàçó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, çàäàííîãî â òîì æå áàçèñåìàòðèöåé A =









1 −3 −5 −7
−1 4 7 10
2 1 4 7
2 2 6 10









. Òîãäà çíà÷åíèå λ ðàâíîà) 4 � á) 6 ⊠ â) 8 � ã) 2 �4. [3℄ Ïîäïðîñòðàíñòâî U ïðîñòðàíñòâà R
5 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé











x1 + x2 + x3 − x4 + x5 = 0

3x1 + 4x2 + x3 − x4 + 2x5 = 0

4x1 + 7x2 + x3 + x5 = 0 ,à ïîäïðîñòðàíñòâî W � ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ ~a = (−4, 1,−1, 1, 5)ò, ~b = (5,−1, 2, 1,−4)ò è
~c = (−3, 1, 0, 3, 6)ò . Òîãäà ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà U + W ðàâíàà) 2 � á) 3 ⊠ â) 4 � ã) 5 �5. [3℄ Êâàäðèêà 2x2 + 2y2 + 8xy + 6xz + 2yz = 0 è ïëîñêîñòü z = −2 ïåðåñåêàþòñÿ ïîà) ïàðàáîëå � á) ýëëèïñó � â) ãèïåðáîëå ⊠ ã) äðóãîé ëèíèè �



Â çàäàíèÿõ 6�10 íóæíî âïèñàòü â áëàíê îòâåò.6. [3℄ Ôóíêöèÿ z àðãóìåíòîâ x è y çàäàíà ñèñòåìîé óðàâíåíèé 









x = u + v

y = u2 − v2 .

z = sin 2uv

Âûðàçèòå ÷àñòíûåïðîèçâîäíûå ýòîé �óíêöèè ÷åðåç ïàðàìåòðû u è v.Îòâåò: z′x =
2(u2 + v2) cos 2uv

u + v
, z′y =

(v − u) cos 2uv

u + v7. [3℄ Íåîäíîðîäíîé æèäêîñòüþ íåïîíÿòíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ çàïîëíåí çàêðûòûé ñîñóä, ñòåíêè êîòîðîãîçàäàíû óðàâíåíèÿìè x2 + y2 = z2/25, x2 + y2 = z/5, x = 0 è y = 0. Íàéòè ìàññó æèäêîñòè, åñëè å¼ïëîòíîñòü çàäàíà �óíêöèåé µ(x, y, z) = 14yz.Îòâåò: 108. [3℄ Ïóñòü T0, S, L � ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà ñîõðàíÿþùèõ íîëü, ñàìîäâîéñòâåííûõ è ëèíåéíûõáóëåâûõ �óíêöèé. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ �óíêöèé n ïåðåìåííûõ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó (T0 ∪ S) ∩ L?Îòâåò: 3 · 2n−19. [3℄ Äëÿ ãðàììàòèêè
S → aSA | bSB | c, cA → ca, cB → cb, aA → Aa, aB → Ba, bA → Ab, bB → Bbïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ ÊÑ-ãðàììàòèêó èëè äîêàçàòü, ÷òî å¼ íå ñóùåñòâóåò.Îòâåò: ÊÑ-ãðàììàòèêè íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê äàííàÿ ãðàììàòèêà ïîðîæäàåò íå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé (ââèäó ëåììû î íàêà÷êå) ÿçûê {wcw | w ∈ {a, b}∗}10. [3℄ �àññìîòðèì ñëåäóþùèé æàäíûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî (s, t)-ïóòè âî âçâåøåííîìîðãðà�å:1 èíèöèàëèçèðîâàòü ñòåê âåðøèíîé s;2 ïîêà âåðõíÿÿ âåðøèíà v ñòåêà íå ñîâïàäàåò ñ t, ïîâòîðÿòü:ñðåäè ð¼áåð âèäà (v,w), ãäå w íåò â ñòåêå, íàéòè ðåáðî íàèìåíüøåãî âåñà è äîáàâèòü w â ñòåê;åñëè òàêèõ ð¼áåð íåò, îñòàíîâèòüñÿ;3 åñëè íàâåðõó ñòåêà ëåæèò âåðøèíà t, ñòåê çàäà¼ò èñêîìûé (s, t)-ïóòü.Ïðèâåäèòå ïðèìåð ãðà�à, â êîòîðîì ïðèâåä¼ííûé àëãîðèòì íåïðàâèëüíî íàéä¼ò êðàò÷àéøèé (s, t)-ïóòüèëè âîîáùå íå íàéä¼ò (s, t)-ïóòü, õîòÿ òàêîé â ãðà�å ñóùåñòâóåò.Îòâåò: s x ts 1 2xt



�ðóïïà ÊÍ-40_ Ô.È.Î.Ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò �2 (ëèñò 2)11. [3℄ Ïëàòîí óïîìèíàåò, ÷òî Àòëàíòèäà áûëà ðàçäåëåíà íà N îáëàñòåé, ïðèâîäèò ñïèñîê ýòèõîáëàñòåé è ñïèñêè ñîñåäíèõ îáëàñòåé äëÿ êàæäîé îáëàñòè. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, âîçìîæíî ëèïîêðàñèòü êàðòó Àòëàíòèäû òîëüêî â Öâåòà Àòëàíòèäû � êðàñíûé è ñèíèé � òàê, ÷òîáû ëþáûåäâå ñîñåäíèå îáëàñòè áûëè ðàçíîãî öâåòà. Ïðåäëîæèòå ìîäåëü ýòîé çàäà÷è êàê çàäà÷è íà ãðà�å èîïèøèòå (íå�îðìàëüíî) àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé èñêîìóþ ðàñêðàñêó êàðòû, ëèáî ñîîáùàþùèé, ÷òîòàêàÿ ðàñêðàñêà íåâîçìîæíà.�åøåíèå: ýòî çàäà÷à î 2-ðàñêðàñêå (èëè î ïðîâåðêå äâóäîëüíîñòè).



�îñóäàðñòâåííûé ýêçàìåí ïî ìàòåìàòèêåÌàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé �àêóëüòåò Óð�Ó, 2011 ã.�ðóïïà ÊÍ-40_ Ô.È.Î.Ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò �3Êîëè÷åñòâî áàëëîâ çà ïðàâèëüíîå ðåøåíèå êàæäîãî çàäàíèÿ óêàçàíî â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ æèðíûìøðè�òîì. Åñëè â çàäàíèè ïðåäëàãàþòñÿ âàðèàíòû îòâåòîâ, òî íåïðàâèëüíûé îòâåò íà ýòî çàäàíèå îöåíèâàåòñÿâ −1 áàëë, íåïîëíûé îòâåò èëè îòñóòñòâèå îòâåòà � â 0 áàëëîâ.Â çàäàíèÿõ 1�5 íóæíî âûáðàòü åäèíñòâåííûé ïðàâèëüíûé âàðèàíò îòâåòà.1. [2℄ Äàíû �óíêöèè f(x) = ln(100 + x2) è g(x) = ln(1 + x100). Òîãäà ïðè x → ∞à) �óíêöèè f è g � áåñêîíå÷íî áîëüøèå îäíîãî ïîðÿäêà ⊠ â) f = o(g) �á) ïîðÿäêè ðîñòà �óíêöèé f è g íå ñðàâíèìû � ã) g = o(f) �2. Óêàæèòå, âåðíû èëè íåâåðíû ïðèâåä¼ííûå íèæå óòâåðæäåíèÿ. âåðíî íåâåðíî(2.1) [1℄ Åñëè âêëþ÷åíèå NP ⊂ P ìåæäó êëàññàìè ñëîæíîñòè ñòðîãîå, òî çàäà÷àâû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ðåøàåòñÿ çà ëèíåéíîå âðåìÿ ⊠ �(2.2) [1℄ Åñëè çàäà÷ó Z ìîæíî ñâåñòè çà âðåìÿ O(n2) ê ïðîâåðêå äâóäîëüíîñòèãðà�à, òî Z ∈ P
⊠ �(2.3) [1℄ Äëÿ ëþáîãî íåäåòåðìèíèðîâàííîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà ìíîæåñòâî âñåõñëîâ, êîòîðûå â í¼ì ìîæíî ïðî÷åñòü áîëåå ÷åì äâóìÿ ñïîñîáàìè, ðåêóðñèâíî ⊠ �3. [2℄ Âåêòîð ~a = (−4, λ, 1, 3)ò ïðèíàäëåæèò îáðàçó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, çàäàííîãî â òîì æå áàçèñåìàòðèöåé A =









1 −1 3 −2
1 −7 11 −12
8 4 3 5
2 2 −1 3









. Òîãäà çíà÷åíèå λ ðàâíîà) −2 � á) 18 � â) 2 � ã) −18 ⊠4. [3℄ Ïîäïðîñòðàíñòâî U ïðîñòðàíñòâà R
5 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé











x1 − 2x2 − 2x3 + 7x5 = 0

−2x1 + 2x2 + 2x3 + x4 − 3x5 = 0

−3x1 − 2x2 + x5 = 0 ,à ïîäïðîñòðàíñòâî W � ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ ~a = (2, 5,−1, 2, 4)ò, ~b = (0, 3,−2,−1, 4)ò è ~c =
(4,−2, 2, 0,−3)ò . Òîãäà ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà U + W ðàâíàà) 2 � á) 3 � â) 4 � ã) 5 ⊠5. [3℄ Êâàäðèêà 4x2 + 4y2 + 8xy + 6xz − 2yz = 0 è ïëîñêîñòü z = −1 ïåðåñåêàþòñÿ ïîà) ïàðàáîëå ⊠ á) ýëëèïñó � â) ãèïåðáîëå � ã) äðóãîé ëèíèè �



Â çàäàíèÿõ 6�10 íóæíî âïèñàòü â áëàíê îòâåò.6. [3℄ Ôóíêöèÿ z àðãóìåíòîâ x è y çàäàíà ñèñòåìîé óðàâíåíèé 









x = u + ln v

y = v − ln u .

z = 2u + v

Âûðàçèòå ÷àñòíûåïðîèçâîäíûå ýòîé �óíêöèè ÷åðåç ïàðàìåòðû u è v.Îòâåò: z′x =
2uv + v

uv + 1
, z′y =

uv − 2u

uv + 17. [3℄ Íåîäíîðîäíîé æèäêîñòüþ íåïîíÿòíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ çàïîëíåí çàêðûòûé ñîñóä, ñòåíêè êîòîðîãîçàäàíû óðàâíåíèÿìè x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 3z, x = 0, y = 0 è z = 0. Íàéòè ìàññó æèäêîñòè, åñëè å¼ïëîòíîñòü çàäàíà �óíêöèåé µ(x, y, z) = 15x. Îòâåò: 18. [3℄ Ïóñòü T1, S, L � ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà ñîõðàíÿþùèõ åäèíèöó, ñàìîäâîéñòâåííûõ è ëèíåéíûõáóëåâûõ �óíêöèé. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ �óíêöèé n ïåðåìåííûõ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó (L ∪ S) \ T1?Îòâåò: 22n−1
−1 + 2n−19. [3℄ Äëÿ ãðàììàòèêè

S → aABc, aA → aaAA, Bc → BBcc, AB → b, bB → Bbïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ ÊÑ-ãðàììàòèêó èëè äîêàçàòü, ÷òî å¼ íå ñóùåñòâóåò.Îòâåò: ÊÑ-ãðàììàòèêè íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê äàííàÿ ãðàììàòèêà ïîðîæäàåò íå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé (ââèäó ëåììû î íàêà÷êå) ÿçûê {anbncn | n ∈ N}10. [3℄ Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xp1
, . . . , xpk

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1, . . . , xn íàçîâåì ðàçðåæåííîé, åñëèíèêàêèå äâà åå ýëåìåíòà íå âñòðå÷àþòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðÿäîì, ò.å., pi+1 − pi > 1. Òðåáóåòñÿèç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë âûäåëèòü ðàçðåæåííóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñíàèáîëüøåé ñóììîé. �àññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì:1 ïðîñóììèðîâàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ýëåìåíòîâ ñ íå÷¼òíûìè íîìåðàìè;2 ïðîñóììèðîâàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ýëåìåíòîâ ñ ÷¼òíûìè íîìåðàìè;3 âåðíóòü òó èç äâóõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ó êîòîðîé ñóììà áîëüøå.Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ êîòîðîé ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì íå íàõîäèò ðàçðåæåííóþïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ íàèáîëüøåé ñóììîé.Îòâåò: 2, 1, 1, 2



�ðóïïà ÊÍ-40_ Ô.È.Î.Ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò �3 (ëèñò 2)11. [3℄ Íà êàðòå äîðîã Ñâåðäëîâñêîé îáëàñòè èçîáðàæåíû íàñåë¼ííûå ïóíêòû è ñîåäèíÿþùèå èõäîðîãè (äîðîãè ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â íàñåë¼ííûõ ïóíêòàõ). Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîé äîðîãè óêàçàíìàêñèìàëüíûé âåñ ãðóçîâèêà, êîòîðûé ïî íåé ìîæåò ïðîåõàòü. Äëÿ çàäàííûõ ïóíêòîâ A è B òðåáóåòñÿîïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé âåñ ãðóçîâèêà, êîòîðûé ìîæåò äîåõàòü îò A äî B. Ïðåäëîæèòåìîäåëü ýòîé çàäà÷è êàê çàäà÷è íà ãðà�å è îïèøèòå (íå�îðìàëüíî) àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé èñêîìûéâåñ ãðóçîâèêà.�åøåíèå: ðåøèòü çàäà÷ó î ìèíèìàëüíîì (A,B)-ïóòè (âåñ ïóòè ðàâåí ìàêñèìóìó âåñîâ ñîñòàâëÿþùèõåãî ð¼áåð).



�îñóäàðñòâåííûé ýêçàìåí ïî ìàòåìàòèêåÌàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé �àêóëüòåò Óð�Ó, 2011 ã.�ðóïïà ÊÍ-40_ Ô.È.Î.Ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò �4Êîëè÷åñòâî áàëëîâ çà ïðàâèëüíîå ðåøåíèå êàæäîãî çàäàíèÿ óêàçàíî â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ æèðíûìøðè�òîì. Åñëè â çàäàíèè ïðåäëàãàþòñÿ âàðèàíòû îòâåòîâ, òî íåïðàâèëüíûé îòâåò íà ýòî çàäàíèå îöåíèâàåòñÿâ −1 áàëë, íåïîëíûé îòâåò èëè îòñóòñòâèå îòâåòà � â 0 áàëëîâ.Â çàäàíèÿõ 1�5 íóæíî âûáðàòü åäèíñòâåííûé ïðàâèëüíûé âàðèàíò îòâåòà.1. [2℄ Äàíû �óíêöèè f(x) = ln(1 + 100x) è g(x) =
√

1 + 3x3. Òîãäà ïðè x → ∞à) �óíêöèè f è g � áåñêîíå÷íî áîëüøèå îäíîãî ïîðÿäêà � â) f = o(g) ⊠á) ïîðÿäêè ðîñòà �óíêöèé f è g íå ñðàâíèìû � ã) g = o(f) �2. Óêàæèòå, âåðíû èëè íåâåðíû ïðèâåä¼ííûå íèæå óòâåðæäåíèÿ. âåðíî íåâåðíî(2.1) [1℄ Åñëè P = NP, òî ëþáîå ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíîïåðå÷èñëèìûì ⊠ �(2.2) [1℄ Åñëè ê çàäà÷å Z ìîæíî ñâåñòè çà âðåìÿ O(n2) çàäà÷ó î 3-ðàñêðàñêåãðà�à, òî Z ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé çàäà÷åé � ⊠(2.3) [1℄ Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñ-ëèìûì ìíîæåñòâîì � ⊠3. [2℄ Âåêòîð ~a = (−2, 4, λ, 5)ò ïðèíàäëåæèò îáðàçó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, çàäàííîãî â òîì æå áàçèñåìàòðèöåé A =









1 3 2 −4
−3 −2 1 −1
−7 0 7 11
−1 3 −6 2









. Òîãäà çíà÷åíèå λ ðàâíîà) −14 � á) 8 ⊠ â) 14 � ã) −8 �4. [3℄ Ïîäïðîñòðàíñòâî U ïðîñòðàíñòâà R
5 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé











−x1 + 2x2 + x3 + x5 = 0

5x2 − 3x4 + x5 = 0

−11x1 + 7x2 + 10x3 + 10x4 + 10x5 = 0 ,à ïîäïðîñòðàíñòâî W � ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ ~a = (1, 3,−2, 4,−3)ò , ~b = (−5, 5,−8, 6,−7)ò è
~c = (4, 2, 1, 3,−1)ò . Òîãäà ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà U + W ðàâíàà) 2 ⊠ á) 3 � â) 4 � ã) 5 �5. [3℄ Êâàäðèêà 6x2 + 6y2 − 13xy + 6xz − 4yz = 0 è ïëîñêîñòü z = −1 ïåðåñåêàþòñÿ ïîà) ïàðàáîëå � á) ýëëèïñó � â) ãèïåðáîëå � ã) äðóãîé ëèíèè ⊠



Â çàäàíèÿõ 6�10 íóæíî âïèñàòü â áëàíê îòâåò.6. [3℄ Ôóíêöèÿ z àðãóìåíòîâ x è y çàäàíà ñèñòåìîé óðàâíåíèé 









x = u + ev

y = v − eu .

z = uv

Âûðàçèòå ÷àñòíûåïðîèçâîäíûå ýòîé �óíêöèè ÷åðåç ïàðàìåòðû u è v.Îòâåò: z′x =
ueu + v

eu+v + 1
, z′y =

u − vev

eu+v + 17. [3℄ Íåîäíîðîäíîé æèäêîñòüþ íåïîíÿòíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ çàïîëíåí çàêðûòûé ñîñóä, ñòåíêè êîòîðîãîçàäàíû óðàâíåíèÿìè x2 + y2 = 16z2/49, x2 + y2 = 4z/7, x = 0 è y = 0. Íàéòè ìàññó æèäêîñòè, åñëè å¼ïëîòíîñòü çàäàíà �óíêöèåé µ(x, y, z) = 80yz.Îòâåò: 78. [3℄ Ïóñòü T1, S, L � ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà ñîõðàíÿþùèõ åäèíèöó, ñàìîäâîéñòâåííûõ è ëèíåéíûõáóëåâûõ �óíêöèé. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ �óíêöèé n ïåðåìåííûõ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó (L ∪ T1) ∩ S?Îòâåò: 22n−1
−1 + 2n−19. [3℄ Äëÿ ãðàììàòèêè

S → aS | SB | ε, aB → acbb, bB → Bb, cB → Bcïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ ÊÑ-ãðàììàòèêó èëè äîêàçàòü, ÷òî å¼ íå ñóùåñòâóåò.Îòâåò: S → AB | ε, A → Aa | a, B → Bcbb | cbb10. [3℄ �àññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîèñêà êðàò÷àéøåãî (s, t)-ïóòè âî âçâåøåííîì îðãðà�å ñïîëîæèòåëüíûìè âåñàìè:1 ïîëîæèòü ìíîæåñòâî P äîñòèæèìûõ èç s âåðøèí ðàâíûì {s} è ïîëîæèòü Ï�ÅÄØ[s] = 0;2 ïîêà t íå âõîäèò â P , ïîâòîðÿòüñðåäè ð¼áåð, íà÷èíàþùèõñÿ â P è çàêàí÷èâàþùèõñÿ âíå P , íàéòè ðåáðî (v,w) íàèìåíüøåãî âåñà;äîáàâèòü w ê � è ïîëîæèòü Ï�ÅÄØ[w] = v;3 ñ ïîìîùüþ ìàññèâà Ï�ÅÄØ ïîñòðîèòü (s, t)-öåïü.Ïðèâåäèòå ïðèìåð ãðà�à, â êîòîðîì ýòîò àëãîðèòì íåïðàâèëüíî ïîñòðîèò êðàò÷àéøèé (s, t)-ïóòü äëÿíåêîòîðûõ âåðøèí s è t. Îòâåò: s x y ts 1 2x 1y 1t



�ðóïïà ÊÍ-40_ Ô.È.Î.Ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò �4 (ëèñò 2)11. [3℄ Íàéäåííûé â ÷åðíîâèêàõ Ëåîíàðäî äà Âèí÷è ÷åðò¼æ äåòàëè âå÷íîãî äâèãàòåëÿ èçîáðàæàåò Nçàöåïëåííûõ ìåæäó ñîáîé ïðîíóìåðîâàííûõ øåñòåp¼íîê. Çíàÿ âñå ïàðû çàöåïëåííûõ äðóã ñ äðóãîìøåñòåð¼íîê, òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, ìîæíî ëè ïîâåpíóòü øåñòåp¼íêó ñ íîìåpîì 1. Ïðåäëîæèòå ìîäåëüýòîé çàäà÷è êàê çàäà÷è íà ãðà�å è îïèøèòå (íå�îðìàëüíî) àëãîðèòì å¼ ðåøåíèÿ.�åøåíèå: âûäåëèòü êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè, ñîäåðæàùóþ ïåðâóþ øåñòåðåíêó, è ïðîâåðèòü å¼ íà äâóäîëü-íîñòü.


