§9. Мощность множеств 

Опр. Множества A и B называются равномощными, если существует биекция (  из A в B.
Обозначение: |A| = |B|. 

Теорема. 
Бинарное отношение равномощности на множестве всех множеств 

Булеане некоторого универсального множества является отношением эквивалентности.
Доказательство:

1) рефлексивность: |A| = | A|, т.к. существует тождественное отображение, являющееся биекцией из A в A.

2) симметричность: если |A| = |B|, то |B| = |A|, т.к. обратное отображение к биекции существует, и является тоже биекцией.

3) транзитивность: если |A| = |B| и |B| = |C|, то |A| = |C|, т.к. существует суперпозиция биекций, которая сама является биекцией.

Опр. Мощность множества A ( класс эквивалентности всех множеств, равномощных A (указатель на класс).
Обозначение: |A|.
Опр. Множество называется конечным, если оно пустое или существует 
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 N : |A| = |{1, 2, …, k}|. 
Множество называется бесконечным ( в противном случае.

Опр. Множество A называется счетным, если |A| = | N |. 

Обозначение:  | N | = (0   (алеф-ноль).
Теорема.

(1) Любое бесконечное подмножество счетного множества ( счетно.

(2) Любое бесконечное множество содержит счетное подмножество.

Теорема (о мощности числовых множеств).

(1) | N | = | N ({0} |;

(2) | N ({0} | = | Z |;

(3) | Z | = | Q |;

(4) | R | = | (0,1) |;

(5) | (0,1) | ( | N |.
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Обозначение:  | R | =   (континуум).
§9. Сравнение мощностей множеств 

Опр. Мощность множества A не больше мощности множества B, если существует всюду определенная инъекция (  из A в B.
Обозначение: |A| ( |B|. 

Опр. Мощность множества A меньше мощности множества B, если 
|A| ( |B| и |A| ( |B|.

Обозначение: |A| < |B|. 
Пример: | N | < | R |.

Теорема (Кантора).

Для любого множества A его мощность меньше мощности булеана 
[image: image2.wmf]A

2

.
Теорема (Кантора-Бернштейна).

Если |A| ( |B| и |B| ( |A|, то |A| = |B|.

Следствие. 
Бинарное отношение ( на наборе мощностей является отношением линейного порядка.

Доказательство:

1) рефлексивность:  |A| ( |A| ;

2) антисимметричность: по теореме Кантора-Бернштейна;

3) транзитивность: если |A| ( |B| и |B| ( |C|, то |A| ( |C|;
4) линейность: для любых A и B выполняется |A| ( |B| или |B| ( |A| ( верно при справедливости аксиомы выбора.
Вывод для мощностей бесконечных множеств:
(0 ( наименьшая; наибольшей не существует;

(0 < (1 < … <(n < … 

(0 < 
Континуум-проблема: существует ли мощность ((: 

(0 < (( < 
«Континуум-гипотеза» (Георг Кантор, 1877): не существует  мощность ((: 

(0 < (( < 
В системе аксиом Цермело-Френкеля с аксиомой выбора не доказуемо отрицание гипотезы, не доказуема сама гипотеза (в предположении о непротиворечивости этой системы аксиом).
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