I. Многочлены от одной переменной

Многочлены как последовательности, степень многочлена.
Опр. Многочленом над кольцом P называется бесконечная последовательность 
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, в которой начиная с некоторого номера все элементы равны 0.

Степенью многочлена называется наибольший номер ненулевого элемента.
deg ( f )

deg ( 0 ) = ((
P[x]  множество всех многочленов над кольцом P.
R[x]

C[x]
 Операции с многочленами.
Опр. Суммой многочленов 
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Опр. Произведением многочленов 
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Произведение 
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Кольцо многочленов. 
Теорема. (P[x] , +, ( ) является кольцом. 
Привычная запись многочлена. 
Обозначим 
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Тогда 
[image: image13.wmf]{

...)

,

1

...,

,

0

,

0

(

n

n

x

=

. 

Следовательно 
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Коэффициенты при неизвестной. Старший коэффициент. Свободный коэффициент.

Деление многочлена на многочлен с остатком. 
Теорема (о деление многочленов с остатком). 

Для любых ненулевых многочленов f и g над полем P существуют однозначно определенные многочлены q и r, такие, что f = q ( g + r, где deg ( r ) < deg ( g ).

Делимое, частное, остаток. 
Опр. Если остаток r = 0, т.е. f = q ( g, то многочлен g делит f.

Обозначение: g |  f .
Ассоциированные многочлены. 
Опр. Многочлены f и g называются ассоциированными, если существует скаляр t, такой, что f = t ( g. 
Наибольший общий делитель многочленов, алгоритм Евклида нахождения НОД. 
Опр. Многочлен h называется НОД многочленов f и g, если  h |  f,  h |  g , и для любого многочлена p, из условия p |  f,  p |  g следует  p |  h .
Обозначение: НОД (f , g) .
Алгоритм Эвклида нахождения НОД использует деление многочленов с остатком, до тех пор, пока очередной остаток не станет равным 0.
Теорема.
Для любых ненулевых многочленов f и g над полем P существуют многочлены u и v, такие, что f  ( u + g ( v = НОД(f , g) . 

Взаимно простые многочлены. 
Опр. Многочлены f и g называются взаимно простыми, если deg ( НОД(f , g) ) = 0.

Будем писать для взаимно простых многочленов, что НОД(f , g) = 1.

Следствие. Многочлены f и g взаимно простые ( существуют многочлены u и v, такие, что f  ( u + g ( v = 1. 
Теорема Безу. Корень многочлена и следствие из теоремы Безу. 
Опр. Значением многочлена 
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Обозначение многочлена: f (x) .

Опр. Корнем многочлена f (x) называется такое (  что f (() = 0.

Теорема (Безу). Остаток от деления f (x) на (x ( с) равен f (с).

Следствие. Значение ( является корнем многочлена f (x) ( (x ( () |  f (x).
Кратность корня многочлена, связь с производной многочлена.
Опр. Значение ( называется корнем кратности k многочлена f (x), если 
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Теорема. Многочлен f (x) имеет кратный корень (  (  f (() = 0 и f ΄(() = 0.
Необратимые элементы кольца многочленов. Неприводимые многочлены. 
Опр. Обратимым элементом в кольце многочленов над полем P называется ненулевой многочлен нулевой степени. Необратимым элементом ( многочлен степени больше 0.

Опр. Неприводимым многочленом называется необратимый многочлен, который нельзя представить в виде произведения двух необратимых элементов.  
Основная теорема высшей алгебры.
Теорема (Гаусса). Поле комплексных чисел C алгебраически замкнуто, т.е. любой многочлен ненулевой степени над C имеет хотя бы один корень.

Разложимость и неприводимость над полем комплексных чисел. 
Теорема (альтернативная формулировка основной теоремы алгебры). 

В кольце C[x] неприводимыми многочленами являются только линейные (многочлены первой степени). 
Следствие. Для любого многочлена f (x) ( C[x], степени больше 0, существует каноническое разложение на неприводимые множители 
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Разложимость и неприводимость над полем действительных чисел. 
Теорема. 

В кольце R[x] любой многочлен степени больше либо равной 3 приводим. 

Т.е. неприводимыми являются либо линейные 
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Теорема. 

Квадратный многочлен 
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 неприводим над R ( его дискриминант отрицателен .

Каноническое разложение многочлена f (x) ( R[x], степени больше 0, содержит линейные и квадратные множители.
Эквивалентность неприводимости над полем рациональных чисел и над кольцом целых чисел. 
Теорема. 

Многочлен f (x) ( Z[x] неприводим  ( f (x) неприводим над полем Q.
Критерий Эйзенштейна.
Теорема (достаточное условие неприводимости над Z ( критерий Эйзенштейна). 

Пусть 
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 Тогда f  неприводим над Z.
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