§3. Нормальные формы в логике предикатов
Опр. Формула F имеет предварённую нормальную форму (ПНФ), если 
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, H не содержит кванторов.
Теорема. 

Для всякой формулы F существует равносильная формула, имеющая ПНФ. 

Доказательство:

Алгоритм приведения к ПНФ.

1. Исключить эквиваленцию и импликацию (по законам 21 и 20).

2. Занести отрицание к атомарным формулам (по законам де Моргана 17 и 18 и законам переименования 32, 33).

3. Вынести кванторы вперед, используя (если нужно) переименование переменных (по законам 22, 23, 28 ( 33).

Пример. Привести к ПНФ
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Опр. Формула F имеет сколемовскую нормальную форму (СНФ), если 
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, где H не содержит кванторов и имеет КНФ.

Теорема. 

Для всякой формулы F существует формула, имеющая СНФ, одновременно с F выполнимая или невыполнимая. 

Доказательство:

Алгоритм приведения к СНФ.

1, 2, 3 ( из алгоритма приведения к ПНФ.

Результат 
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4. Бескванторную часть H привести к КНФ.

5. Исключить кванторы существования, поочередно слева направо, применяя одно из двух правил:

1 случай) 
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2 случай) 
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 ( символ функции, зависящей от переменных 
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При выполнении 1, 2, 3, 4 шагов алгоритма получается формула, равносильная F, следовательно, выполнимая или не выполнимая одновременно с F.

Если существует интерпретация (, при которой формула 
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 истинна, то существует значение 
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Если существует интерпретация (, при которой формула  
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 истинно. Т.е. существует функция 
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), для которой формула 
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Пример. Привести к СНФ
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§4. Метод резолюций в логике предикатов

Опр. Подстановкой называется множество равенств 
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Обозначение: 
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Опр. Правило резолюций в логике предикатов ( из дизъюнктов 
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«Наиболее общий унификатор».

Опр. Пусть S множество дизъюнктов. Будем говорить, что дизъюнкт 
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 выводится из S, если существует последовательность дизъюнктов 
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 принадлежит S, или получен по правилу резолюций из дизъюнктов 
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Вывод 
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 из S ( эта последовательность 
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Теорема.

Множество дизъюнктов S логики предикатов невыполнимо  (  из S выводится пустой дизъюнкт.

Схема применения метода резолюций.

Дано: 
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1. Формулы 
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 привести к СНФ.

2. Отбросить кванторы общности.

3. Все получившиеся дизъюнкты собрать в множество S.

4. Построить вывод □ из S.

Пример. Доказать методом резолюций, что G является логическим следствием формул 
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§5. Невыразимость в логике предикатов
Опр. Пусть P(x, y) ( двухместный предикат на M. Транзитивным замыканием предиката P(x, y) называется предикат P*(x, y) такой, что для любых a, b ( M 
P*(a, b) = 1  (  существуют n ( N и 
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Пример. 
M = N, P(x, y) = “ y = x + 1 ”.

Пример. 

M = N, P(x, y) = “ y = x + 1 ”.
Тогда P*(x, y) = “ x < y ”.
Теорема.
Пусть A(x, y) символ двухместного предиката. Не существует формулы F(x, y) логики предикатов, такой, чтобы для любой интерпретации ( предикат (F(x, y) был бы транзитивным замыканием предиката (A(x, y).
Теорема (компактности) (без доказательства).

Если формула G является логическим следствием бесконечного множества формул K, то G является логическим следствием конечного подмножества формул K(  ( K.
Теорема.

Пусть A(x, y) символ двухместного предиката. Не существует формулы F(x, y) логики предикатов, такой, чтобы для любой интерпретации ( предикат (F(x, y) был бы транзитивным замыканием предиката (A(x, y).
Доказательство (теоремы о невыразимости): 

(от противного) Предположим, что F(x, y) ( формула: для любой интерпретации ( на множестве M, и любых a, b ( M выполняется
(F(a, b) = 1  (   (A*(a, b) = 1.
Рассмотрим бесконечное множество формул
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Тогда (F(x, y) = (A*(x, y) является логическим следствием бесконечного множества формул K.
По теореме компактности (F(x, y) является логическим следствием конечного множества формул K(  ( K.
Пусть 
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Рассмотрим 
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(A(x, y) = “ y = x + 1 ”.
(A*(x, y) = “ x < y ”, ( (A*(0, d + 2) = (F(0, d + 2) = 1.

С другой стороны: 
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Следовательно, 
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. Противоречие.

Логика первого порядка ( логика предикатов.
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