§5. Булевы функции: основные определения. Замкнутые классы.
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Пусть 
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V ( множество переменных.

Опр. Булевыми функциями называются выражения одного из двух видов:
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 ( булевы функции.
Введем обозначения для некоторых функций.

Одноместные функции:
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Двухместные функции (инфиксное обозначение):

	x ( y  ( умножение (конъюнкция);

	x ( y  ( дизъюнкция;

	x ( y  ( импликация;

	x ( y  ( эквиваленция;

	

	

	

	


Двухместные функции (инфиксное обозначение):

	x ( y  ( умножение (конъюнкция);

	x ( y  ( дизъюнкция;

	x ( y  ( импликация;

	x ( y  ( эквиваленция;

	

	x + y  ( сложение (по модулю 2)

	x ( y  ( штрих Шеффера

	x ( y  ( стрелка Пирса
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Опр. Класс K булевых функций называется замкнутым относительно переименования аргументов, если для любой [image: image17.wmf]K
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 и любого набора переменных  
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 (среди которых возможны совпавшие переменные)  выполняется 
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Пример.

Класс 
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 не является замкнутым относительно переименования аргументов, т.к. при замене переменных x и y на одинаковую переменную z,  получим одноместную функцию, всегда равную 0, т.е. константу 0. Однако [image: image21.wmf]К
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Опр. Класс K булевых функций называется замкнутым относительно суперпозиции, если для любой 
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Пример.

Класс 
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 является замкнутым относительно суперпозиции, т.к. при замене переменных на произведения других переменных,  получим функцию из K.

Опр. Класс K булевых функций называется замкнутым, если:

1) 
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2) K замкнут относительно переименования аргументов;

3) K замкнут относительно суперпозиции.

Опр. Замыканием класса K называется пересечение всех замкнутых классов, содержащих как подмножество K.
[K ]

Свойства замыканий:

1. K ( [K ].

2. Если K ( P, то [K ] ( [P ].

3. K замкнут  (  K = [K ].
§6. Полные классы.

Опр. Класс K булевых функций называется полным, если [K ] равно классу всех булевых функций.
Замечание: если K полный, то любую булеву функцию можно выразить через функции класса K, используя суперпозицию и переименование аргументов.

Теорема.

Следующие классы полные:
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Доказательство: 1. 
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Покажем, что любая булева функция 
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 может быть выражена через функции из 
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Рассмотрим два случая.
1 случай:  
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 всегда принимает значение 0 (т.е. тождественно ложна).

Тогда 
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2 случай:  
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 принимает значение 1 при каких-нибудь значениях переменных.

Если составить таблицу значений функции, то в ней будут строки со значением 1:
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Аналогично СДНФ для формул логики высказываний запишем дизъюнкцию скобок, в каждой будет произведение переменных либо их отрицаний, т.е. 
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Для доказательства полноты класса 
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Т.к. конъюнкция и отрицание напрямую присутствуют в 
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, остается доказать, что дизъюнкцию можно выразить через конъюнкцию и отрицание.
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Для доказательства полноты класса 
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 также будем использовать метод сведения к известному полному классу 
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Т.к. дизъюнкция и отрицание напрямую присутствуют в 
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, остается доказать, что конъюнкцию можно выразить через дизъюнкцию и отрицание.
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Для доказательства полноты класса 
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Т.к. конъюнкция напрямую присутствует в 
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, остается доказать, что отрицание можно выразить через 
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Замечание. 

Каждую функцию, записанную с использованием умножения, сложения, констант 0 и 1, называют полиномом Жегалкина. 
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Следовательно, любая булева функция может быть записана как полином Жегалкина.

Пример.
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