§4. Эйлеровы графы

Опр. Эйлеровым циклом в графе называется цикл, проходящий по всем ребрам графа (т.е. по каждому ребру ровно один раз).
Опр. Эйлеров граф ( граф, содержащий эйлеров цикл.

Задача о Кёнигсбергских мостах.
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Вопрос: можно ли составить маршрут для прогулки, так, чтобы пройти по каждому мосту ровно один раз и вернуться в место, откуда начинается прогулка? 
Задача равносильна задаче поиска эйлерова цикла в графе:
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Теорема (Эйлера о циклах).
Пусть граф G без петель и изолированных вершин.
Граф G эйлеров  (  G связный, и степени всех вершин чётные.

Теорема (Эйлера о циклах).

Пусть граф G без петель и изолированных вершин.
Граф G эйлеров  (  G связный, и степени всех вершин чётные.

Доказательство:

() Дано: в G существует эйлеров цикл.

1. Для любых вершин u и v существуют ребра, инцидентные вершинам. Эти ребра принадлежат эйлерову циклу, следовательно, вершины u и v принадлежат эйлерову циклу. Часть эйлерова цикла между u и v является (u – v)-маршрутом. Т.е. G связный.
2. Пусть 
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 ( эйлеров цикл.

Для каждой вершины 
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Ребра сгруппированы попарно, следовательно, 
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Для вершины 
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Ребра сгруппированы попарно, следовательно, 
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() Дано: G связный, и степени всех вершин чётные.

Алгоритм построения эйлерова цикла.

1) Выберем любую вершину в качестве начальной [image: image10.wmf]1
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Построим цикл [image: image11.wmf]K
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, стирая пройденные ребра. Остановка возможна только при возвращении в вершину 
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 не эйлеров. Тогда существует ребро (u, v), не принадлежащее [image: image14.wmf]1
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. Т.к. G связный, существует маршрут от 
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 к u. Тогда либо u принадлежит 
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, либо найдется другая вершина, в которой маршрут отклоняется от цикла 
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Следовательно, найдется не принадлежащее циклу ребро e, инцидентное вершине 
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Начиная с 
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 построим новый цикл 
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, также стирая пройденные ребра. Остановка возможна только при возвращении в вершину 
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 степени вершин остаются чётными).

Построим цикл 
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Если цикл C не эйлеров, повторяем, пока все ребра не войдут в цикл.

Теорема доказана.

§4. Двусвязность
В данном параграфе рассматриваются только обыкновенные графы.

Опр. Точкой сочленения в связном графе G называется вершина u, такая, что  G \ u не связный.

Опр. Мостом в связном графе G называется ребро e, такое, что  G \ e не связный.

Опр. Граф G называется двусвязным, если он связный, и не содержит мостов и точек сочленения.

Опр. Блоком (компонентой двусвязности) называется максимальный двусвязный подграф.
Теорема (признак точки сочленения).

Пусть G ( связный граф.

Вершина a является точкой сочленения  (  существуют вершины u и v, отличные от a, такие, что любая (u ( v)-цепь проходит через a.

Доказательство:

() По определению точки сочленения, G \ a не связен, т.е. имеет хотя бы две компоненты связности. Выберем вершины u и v из разных компонент связности.
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В G существует (u ( v)-цепь, в G \ a такой цепи нет, следовательно, эта цепь проходит через a.
() Дано: существуют вершины u и v, отличные от a, такие, что любая 

(u ( v)-цепь проходит через a. 

Для этих вершин u и v в графе G \ a не существует (u ( v)-цепи, т.е. G \ a не связен.

Теорема (признак моста).

Пусть G ( связный граф.

Ребро e является мостом  (  e не содержится ни в одном цикле.

Доказательство:

() Дано: ребро e является мостом.

(от противного) Предположим, что e ( циклу. По теореме о разрыве циклов, G \ e связен. Противоречие.

() Дано: ребро e = (u, v) не содержится ни в одном цикле.

Предположим, что в G \ e существует (u ( v)-цепь. 
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Тогда в G существует цикл, проходящий через e, противоречие.
Следовательно, в G \ e не существует (u ( v)-цепи, т.е. G \ e не связен.
Теорема доказана.
Теорема.
Различные два блока имеют не более одной общей точки, причем это точка сочленения.

Опр. Вершинной связностью графа G называется минимальное количество вершин, при удалении которых получается несвязный граф или одновершинный.
k(G)

Примеры.

1. Если G несвязный, то k(G) = 0.

2. Если G связный и содержит точку сочленения, то k(G) = 1.

3. Если G двусвязный, то k(G) ( 2.

Опр. Реберной связностью графа G называется минимальное количество ребер, при удалении которых получается несвязный граф или пустой.

((G)

Примеры.

1. Если G несвязный, то ((G) = 0.

2. Если G связный и содержит мост, то ((G) = 1.

3. Если G двусвязный, то ((G) ( 2.

Теорема.
Для любого графа G выполняется k(G) ( ((G).
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