§10. Плоские и планарные графы. Теорема Эйлера о многогранниках.
Опр. Граф называется плоским, если ни какие два ребра не имеют общих точек, кроме вершин («ребра не пересекаются»).
Пример.
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Опр. Граф называется планарным, если он изоморфен плоскому.
Пример. Планарный граф:
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Непланарный граф:
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Опр. Укладкой графа G на плоскости называется рисунок на плоскости плоского графа, изоморфного G.
Опр. Укладкой графа G на сфере называется рисунок графа G на внешней части сферы, так, чтобы ребра не пересекались.

[image: image5.png]



Замечание: укладка графа G на плоскости существует, если и только если существует укладка на сфере.

Опр. Укладкой графа G на торе называется рисунок графа G на внешней части тора, так, чтобы ребра не пересекались.
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Опр. Укладкой графа G на сфере с одной ручкой называется рисунок графа G на внешней части сферы с ручкой, так, чтобы ребра не пересекались.
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Замечание: укладка графа G на торе существует, если и только если существует укладка на сфере с одной ручкой.

Далее будем рассматривать только укладки на плоскости.
Опр. Гранью плоского графа называется максимальное множество точек плоскости, такое, что любые две точки можно соединить непрерывной линией, не пересекающейся во внутренних точках с рёбрами графа.

Границей грани называется набор вершин и рёбер, входящих в состав грани.
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Пример. 

Опр. Внешней гранью называется грань, которую нельзя ограничить замкнутой кривой линией.

Теорема.

Для любого планарного графа существует укладка на плоскости, такая, что любая выбранная вершина (любое ребро) принадлежит внешней грани.

Теорема.

Пусть G ( плоский граф. Если ребро e является мостом, то e принадлежит ровно одной грани. Если ребро e не является мостом, то e принадлежит ровно двум граням. 
Доказательство (иллюстрация):

1) 
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2)
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Теорема (Эйлера о многогранниках).
Для любого связного плоского графа G выполняется 
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, где n ( количество вершин, m ( количество рёбер, r ( количество граней в G.
Доказательство:

1. Если G ( дерево, то 
[image: image11.wmf]1

+

=

m

n

, 
[image: image12.wmf]1

=

r

. Следовательно 
[image: image13.wmf]2

1

)

1

(

=

+

-

+

=

+

-

m

m

r

m

n

.

2. Если G не является деревом, то существует ребро e, принадлежащее циклу. Т.к. e не является мостом, e принадлежит ровно двум граням 
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, одна из которых внешняя. Тогда граф 
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 связный, плоский, где грани 
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 склеились в одну внешнюю грань. 
Т.о. в 
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Получаем 
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3. Удаляя последовательно рёбра, принадлежащие циклу, получим каркас графа G, т.е. дерево. При этом величина 
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 сохраняется. Следовательно, 
[image: image25.wmf]2

=

+

-

r

m

n

.
Теорема (обобщение теоремы Эйлера о многогранниках).

Для любого плоского графа G выполняется 
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, где n ( количество вершин, m ( количество рёбер, r ( количество граней, c ( количество компонент связности в G.
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