§11. Раскраска графа. Хроматическое число
Опр. Правильной раскраской обыкновенного графа G = (V, E) в k цветов называется функция 
[image: image1.wmf]}
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, такая, что для любого ребра (u, v) выполняется 
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 (т.е. концы ребра покрашены в разные цвета).
Пример. Следующий граф можно правильно раскрасить в 6 цветов.
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Однако этот же граф можно правильно раскрасить и меньшим количеством цветов. Например, раскраска в 2 цвета:
[image: image4.png]


 

Опр. Хроматическим числом графа G называется наименьшее число цветов (красок), для которого существует правильная раскраска графа.

((G)  

Опр. Оптимальной раскраской графа G называется правильная раскраска в ((G) цветов.

Замечание: если ((G) = k, то множество вершин графа можно разбить на k частей (долей), так, что любое ребро соединяет вершины из разных долей. Такой граф называется k-дольным.

Теорема.

Граф G имеет ((G) = 2   (  длина всех циклов чётная.
Доказательство:
() Покажем, что если граф 2-дольный, то длина всех циклов чётная.
Пусть 
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 ( цикл в двудольном графе и вершина 
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 принадлежит 1 доле.
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Тогда все рёбра в цикле можно разбить на пары ( ребро «сверху-вниз» и ребро «обратно». Следовательно, количество ребер чётное.

() Покажем, что если длина всех циклов чётная, то граф 2-дольный.

Пусть граф связный. Зафиксируем вершину 
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. Построим множества вершин 
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 ( количество ребер в кратчайшей цепи от 
[image: image13.wmf]0

v

 до 
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 (т.е. расстояние от 
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Очевидно, что 
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Любые две вершины из 
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 не смежны, иначе найдётся цикл нечётной длины (без подробного доказательства). Аналогично, любые две вершины из 
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 не смежны.

Т.е. любое ребро соединяет вершины из разных множеств (долей).

 Замечание: если граф G несвязный, и каждую компоненту можно правильно раскрасить в k цветов, то и G можно правильно раскрасить в k цветов.
Теорема.

Если граф G содержит несколько блоков (компонент двусвязности), и каждый блок можно правильно раскрасить в k цветов, то и G можно правильно раскрасить в k цветов.

Опр. Плотностью графа G называется количество вершин в наибольшем подграфе, являющемся полным 
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Теорема.
Для любого графа ((G) ( ((G).
Доказательство:

Очевидно, что граф 
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 можно правильно раскрасить, используя не менее  n цветов.

Однако существует пример, когда ((G) ( ((G):
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((G) = 3; ((G) = 2.

Теорема.

Для любого k > 2 существует граф G, у которого ((G) = 2, ((G) = k.

Доказательство:

Пусть ((G) = 2 (граф без треугольников).

(индукция по k)

Б.И. k = 3. Любой G, совпадающий с циклом нечётной длины, большей 3, имеет ((G) = 3.

Ш.И. Пусть существует граф [image: image24.wmf]1
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Построим граф, добавив к [image: image28.wmf]1
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). Затем добавим одну вершину w, соединяя её со всеми 
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Тогда 
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Правильная раскраска графа [image: image38.wmf]k
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 раскрашиваем в (k ( 1) цветов как в правильной раскраске 
[image: image40.wmf]1

-

k

G

;
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3) вершину w красим в цвет с номером k.

Следовательно, 
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Пример. Построение 
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Добавление «двойников»:
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Добавление вершины w:
[image: image46.png]
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